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Аннотация. Определяется напряженное и деформированное 

состояние толстостенной сферической оболочки, испытывающей 

центрально симметричные распределенные силовые, кинематические и 

тепловые внешние воздействия. Принимается, что материал оболочки 

проявляет свойства теплопроводности, упругости и пластичности. 

Функции пластичности зависит от трех независимых инвариантов 

тензора напряжений. Построен алгоритм решения задачи для любого 

условия пластичности. Дано графическое представление решения. 
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Введение 

Решение задачи о толстостенной сферической оболочке, 

испытывающей разные внешние воздействия приводится во многих 

книгах по теории упругости, пластичности, термоупругопластичности и 

научных статьях, например, [1-7]. Обычно рассматривается случай, 

когда процесс нагружения является простым [8-15]. Решение этой и 

аналогичных задач представляет интерес, поскольку можно получить 

аналитическое, или частично аналитическое решение для разных 

математических моделей.  

Если рассматривать постановку задачи в информационном плане, 

то можно выделять исходные данные. К ним относятся внешние 

параметры, характеризующие внешние воздействия на 

рассматриваемый объект, геометрические параметры объекта и 

материальные константы (модули), входящие в определяющие 

уравнения математической модели, которые устанавливают зависимость 

между внутренними параметрами состояния объекта. Поскольку 

искомые параметры состояния являются функциями внешних 

параметров и модулей, то представление предельных условий в виде 

функций внешних параметров и модулей позволяет сформулировать 
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задачу определения допустимых значений внешних параметров 

состояния, для которых нужно использовать ту или иную 

математическую модель для определения значений искомых параметров 

состояния.  

1. Постановка задачи 

Рассматривается задача о толстостенной сферической оболочке 

(полом шаре), испытывающей полярно симметричные внешние 

воздействия: давление bp  на внешнюю стенку b   и давление ap  на 

внутреннюю стенку a  . Если на границы a   и b   действует 

кинематические воздействия тогда задаются перемещения на этих 

границах au  и bu  соответственно. Также рассматривается тепловое 

воздействие на шар: на границе a   поддерживается температура aT , 

на границе b   – температура bT . Предполагается, что шар проявляет 

упругие и пластические свойства. Искомыми параметрами состояния в 

каждой точки шара являются компоненты тензора напряжений, 

компоненты тензоров деформаций и вектора перемещений. 

Детали выбираемых математических моделей рассматриваются 

ниже по тексту. 

2. Основные соотношения 

Все нижеприводимые соотношения будем записывать в 

безразмерном виде. В качестве масштаба длины выбирается внешний 

радиус шара b . Все величины имеющие размерность напряжений 

отнесены к пределу пластичности на одноосное растяжение k . В 

области упругого состояния упругие деформации являются полными 

(нет остаточных деформаций). Масштабная единица для температуры 

1.  

Рассмотрим условие пластичности: 

1 1

m
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(1) 

На рис. 1 в плоскости  ,   показаны кривые пластичности, 

определяемые по формуле (2) для разных значений числовых 

коэффициентов в функции пластичности. 
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               a              б 

а) 0 .2 , 2 , 0 .5 , 3, 1w m k        

( 0.5   – сплошная линия, 0   – пунктирная), 

б) 0 , 0 , 1k     

Рис. 1. Кривые пластичности 

Результаты, представленные на рис. 1, показывают, что при учете 

первого инварианта тензора напряжений радиальное и окружное 

напряжения, когда точка шара находится в упругом состоянии может 

изменяться в ограниченном диапазоне.  

Когда учитывается зависимость предела пластичности от 

температуры, вид кривых пластичности в плоскости 


   зависит от 

радиальной координаты точки шара, находящейся в пластическом 

состоянии.  

Если значения параметров состояния 


 ,  определяют точку 

области, ограниченную кривой пластичности, принимается, что 

определяющими уравнениями, связывающим напряжения и 

деформации, является соотношения закон Дюамея-Неймана [1, 7]: 

(1 )E E T           ,    2E E T          (2) 

Модули E  и   – модуль Юнга и коэффициентом Пуассона 

соответственно считаются константами. 

Если параметры состояния  ,   определяют точки на кривой 

пластичности, то принимается аддитивное представление полных 

деформаций через обратимые и необратимые деформации: 

pe

  
    ,    

e p

       (3) 

Полные деформации определяются через перемещения по 

формулам: 
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u




 ,    
d u

d



  (4) 

Полные деформации связаны условием совместности деформаций: 

0
d

r
d r


 


     (5) 

Приращения необратимые деформации связаны с напряжениями 

нормальным законом, поэтому: 

/ /

pp
dd

f f



 



 



   

 (6) 

Соотношения (6) при выборе нелинейных функций (2) в общем 

случае неинтегрируемые [16]. Поэтому в дальнейшем для получения 

определяющих уравнений вместо (6) будем использовать нормальный 

закон пластического деформирования [14, 15]: 

/ /

pp

f f



 



 



   

 (7) 

В квазистатическом приближении напряжения должны 

удовлетворять уравнению равновесия: 

2 ( ) 0
d

d



 


  


    (8) 

3. Поле температур 

Поле температур в шаре находится из решения краевой задачи [1]: 

2

2
2 0 ,

| , |a a b b

d T d T

dd

T T T T 




 


 




 



 (9) 

Решение задачи (9) представим в виде: 

1
( )

b

a T b
T T

b a 

 
   

  

,    a bT T T    (10) 

4. Упругая область 

Из системы уравнений (8) соотношения (2), (5), исключая  , 

 ,   получаем уравнение для радиальной компоненты тензора 

напряжений: 
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2

2
(3 ) 0

(1 )( )
r r

d d a b E T
r

d d b a


 

   


  

 

 (11) 

Решая уравнение (11) и учитывая (10), находим [2]: 

3

B
A






   ,    
3 22

B
A






   ,    
(1 )( )

a b E T

b a









 
, 

деформации 

3

(1 )
(1 2 ) b

B a T
E A E T

b a



  



  
     

 

, 

3

(1 ) (1 )
(1 2 ) 1

2 (1 )2
b

B a T b
E A E T

b a


 
  

 

    
       

   

 

(12) 

Из (4) и (12) следует, что радиальное перемещение: 

2

(1 ) (1 )
(1 2 )

2 (1 )2
b

B a T b
E u A E T

b a

 
   



    
       

   

 

5. Граничные условия 

Величины BA ,  определяются из граничных условий. Если шар 

находится в упругом состоянии и заданы условия | a ap     , 

| b bp     , то: 

3 2 2

3 3

( )

b

a p b a
A p

b a

  
  



, 
3 3 2 2

3 3

( )a b p a b b a
B

b a

  
 



, 
a bp p p    

Если на одной границе задано условие в напряжениях | a au u   , а 

на другой в перемещениях | b bu u   , то: 

2 22 2

3 3 3 3

(1 2 )( )

(1 2 )( ) 1 22 (1 2 )( ) 2 (1 2 )( )

b b aE T E u b E u aaE T b a
A

b a b a b a

  

  

  
   

     

, 

2 22 2

2 2 3 3

2 ( )

(1 )( )

b aa b E u a E u ba b
B

b ab a b a






 

   

 

Если на одной границе задано условие в напряжениях 

| a ap     , а на другой в перемещениях | b bu u   , то: 

2 3 32 2

3 3 3 3 3 3

2 (1 ) 2((1 3 ) (1 ) )

(1 ) 2 (1 2 ) (1 ) 2 (1 2 ) (1 ) 2 (1 2 )

b a bb E u a p b E Tb a
A

a b a b a b

   

     

    
  

        
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3 2 2 2

3 3 3 3

3 3

3 3

2 ( (1 2 ) ) ( 2 (1 2 ) (1 3 ) )

(1 ) 2 (1 2 ) (1 ) 2 (1 2 )

2

(1 ) 2 (1 2 )

b a

b

a b E u b p a b b a
B

a b a b

a b E T

a b

   

   



 

    
   

     

  

 

Кинематическое условие | b bu u    эквивалентно условию 

| b bp     , когда давление bp  вычисляется по формуле: 

3 3 3 3 3

3 4 3 3

3 3 2

3 4

3(1 ) 2 ( ) ((1 3 ) 4 )

(1 ) 2 (1 2 ) (1 ) 2 (1 2 )

((1 3 )( ) 3(1 ) )

(1 ) 2 (1 2 )

a b b
b

a b p E u b a a b T
p

b a b a b

b a a b

b a b

  

   

  

 

    
  

     

   

  

 

Данная формула полезна тогда, когда нужно знать какое давление 

bp  обеспечивает нужное значение перемещений на границе b  . 

Если в упругом состоянии находится часть шара, то алгоритм 

вычисления величин A , B , которые обычно называются константами 

интегрирования, зависит от того, где расположены упругая и 

пластическая области. 

6. Эквивалентное напряжение 

Термин эквивалентная величина используется для оценки каких-

либо структур, полей величин и т. д. Эквивалентное напряжение – это 

выпуклые изотропные скалярные функции. Приравнивая эквивалентное 

напряжение функции пластичности можно построить образ кривой 

пластичности в подпространстве внешних параметров. 

Когда шар испытывает только силовое внешне воздействие 

эквивалентное напряжение  

1

( 2 ) | |
w w w

eq

        


 

  



 

в упругой области будет убывающей функцией радиальной координаты. 

Пластическая область будет зарождаться на внутренней границе шара. 

На рис. 2 показан образ кривой пластичности на плоскости ap , bp  для 

разных значений внутреннего радиуса шара. 
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       а               б               в 

а) 1.0a ,    б) 6.0a ,    в) 8.0a  

Рис. 2. Образ кривой пластичности, когда 

1b  , 1k  , 0 .2  , 2w  , 0 .5   

Когда значения параметров ap , bp  определяют точку 

расположенную внутри кривой, изображенной на рис. 2, весь шар будет 

находиться в упругом состоянии. Для значений параметров ap , bp  

определяющих точку на кривой граница шара a   переходит в 

пластическое состояние. 

7. Пластическая область 

Если функция пластичности относительно напряжений  ,   

линейная, то в пластической области задача определения напряжений 

имеет аналитическое решение [4, 6].  

Для нелинейных функций пластичности задача определения 

напряжений решается численно. В этом случае дифференцируя 

функцию пластичности по радиальной координате, учитывая уравнение 

равновесия, получаем систему двух дифференциальных уравнений для 

определения напряжений: 

2 ( ) 0 ,

/ /
2 0

/ /

d

d

fd k r

d f f



 

  

 


  



  

  


  




    
  


   

 (13) 

Уравнение для определения перемещений в пластической области 

получаем из системы (2)-(4), (7): 
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/
2 (1 ) 0

/

fd E u E u

d f



   




    

 

   
       

   

 

Если функция пластичности является кусочно-линейной, то вместо 

второго уравнения в системе (13) можно непосредственно используем 

функцию пластичности для каждого режима отдельно. 

8. Результаты вычислений 

На рис. 3-4 приведены графики для напряжений, деформаций, 

перемещений и годографа вектора напряжений, когда параметры 

0.5a  , 1b  , 0 1k  , 0 .3  , 2w  , 5.0 , 0 .2  , 0 .5ap  , 

0  . 

 

        а              б               в 

 

        г              д               е 

а) напряжения, б) годограф ветора напряжений, в) упругие деформации 

г) перемещение, д) полные деформации, е) пластические деформации 

Рис. 3. Параметр 0bp  , радиус упругопластической границы 

0.629c   
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        а              б               в 

 

               г              д 

а) напряжения, б) полные деформации (сплошная линия – пластическая 

область, пунктирная – упругая), в) пластические деформации, 

г) перемещение, д) годограф вектора напряжений 

Рис. 4. Параметр 0bp  . Радиус упругопластической границы 

0.629c   

На рис. 5 приведены графики для напряжений, деформаций, 

перемещений и годографа вектора напряжений, когда зависимости 

предела пластичности от температуры 0 (1 )k k T  , а параметры 

0.5a  , 1b  , 0 1k  , 0 .3,   0 .2  , 2w  , 0 .5  , 1 .1 3ap  , 

0bp  , 0 .0017  . 
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        а              б               в 

 

        г              д               е 

а) напряжения, б) годограф вектора напряжений, в) полные деформаци, 

г) упругие деформации, д) перемещения, е) пластические деформации 

(сплошная линия – пластическая область, пунктирная – упругая) 

Рис. 5. Радиус упругопластической границы 0.629c   

Выводы 

Предложенная процедура определения напряженного и 

деформируемого состояния в пластической области шара справедлива 

для любого условия пластичности. Учет упругой, пластической 

сжимаемости и зависимость предела пластичности от температуры 

существенно влияет на распределение напряжений и деформаций в 

толстостенной сферической оболочке. 
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